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Es ist bekannt, dass die merkwiirdigen Eigenschaften der Functionen Xy, X, .X;,. .. welche
m der Entwickelung
1

]/‘_1 — %z 2
auftreten und welche gewthnlich Kugelfunctionen einer Verdnderlichen genannt
werden, zuerst von Legendre gelegentlich seiner Untersuchungen iiber die Attraction der
Sphiiroide und die Gestalt der Planeten gefunden, in den ,Savans étrangers® Tom. Xund , Mém.
de I Acad.“ ann. 1784 et 1789 versffentlicht und spiter in den Exerc. de cale. intégr. 5°° Partie
p- 247 zusammengestellt worden sind. Diese Functionen sind bis in die neueste Zeit Gegen-
stand der Untersuchung geblieben, wozu nicht blos ihre von Legendre nachgewiesene
analytische Bedeutung, sondern auch dic tiefgzehende Verallgemeinerung ihrer Theorie durch
Laplace in der Mechanik des Himmels nnd ihr Auftreten in ganz anderen Untersuchungen,
wie z. B. in der Gauss'schen Abhandlung: ,Methodus nova integralium valores per appro-

ximationem inveniendi¢ und in der Theorie der hypergeometrischen Reihen Veranlassung
gegeben hat.

=X+ X+ X274 .+ A2+

Im Folgenden werde ich einige, meines Wissens nicht bekannte neue Eigenschaften dieser
Functionen nachweisen, hierauf einige Methoden bezeichnen, durch welche die Entwickelung
gegebener Functionen in Reihen, welche nach Kugelfunctionen fortschreiten, in vielen Fillen
crleichtert wird, und zum Schlusse werde ich einige Eigenschaften der Coéfficienten
solcher Reihen darlegen.
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Die in zahlreichen Abhandlungen zerstreut vorkommenden Resultate, welche sich auf
die in Rede stehenden Funectionen beziehen, werde ich, wo es ithrer bedarf, entweder als
bekannt voraussetzen oder durch neue Verfahrungsarten direet ableiten, in allen Fillen aber
bereits bekannte Resultate als solehe ausdriicklich bezeichnen.

1.
Die allgemeine Form der Kugelfunctionen einer Verdnderlichen ist durch die
Gleichung
T = 1.3.5..(2n—1) . (n—1) s n (n—1) (6—2) (7z~3)1 i
<), = 1.2.3...xn 9(2)2-—1) 9.4.(‘_’;1«])(2;2_3) : TR

gegeben und fiir alle positiven Werthe von 7 bestimmt; auch fiir » = 0 kann man den Werth
von .\ angeben, es ist nimlich ., = 1. Fiir manche Betrachtungen ist es jedoch zweckmiissig,
die Bedeutung von X, aueh fiir negative ganze Werthe von » festzustellen. So wie X, als

L]

Coéfficient von 2" in der Entwickelung von (1 — 22z + 2*)” * nach positiven Potenzen von z

definirt worden ist, so sei nun \\_, der Coéfficient von 27" in der absteigenden Entwickelung

oder also

1 . ’ 2 - — i N —n ” —

_— = 1&_15_1 —|- AX__«_)Z".' + ‘\_33 3 SF o .+ AX_" i + 4&_"_13 ! + R
y1—2xz42°

und es handelt sich jetzt darum, die Coéfficienten dieser Entwickelung dureh jene der friiheren

zu bestimmen. Dies gesehieht selr leicht, wenn man bemerkt, dass, wenn in der aufsteigenden

1 c c o
— fiir z gesetzt wird, dieselbe in die folgende

<

1
v1—2zz47

iibergeht und dass, wenn man nun diese beiden letzteren absteigenden Entwickelungen ver-

=X 4 Ne2 - NP 4 e N

gleicht, die gesuchte Relation

A =Y

—n n—1

Oder ‘\+11 S “—(n—%—l)

sich ergibt.
ie Grenzen, zwischen welehen sic ie Zahlenwerthe von .\, befinden, sind in der
Die G , I lehen sich die Zahlenwerthe Y, befinden, 1 d
Regel diejenigen, fiir welche » = — 1 und « = + 1ist, und es ist bekannt, dass

.‘Xv” —= + 1 fﬁl‘ P + 1 und ‘\’” — (_l)n fl.].r r = —- 1

Ich fiige hinzu, dass X, = 0 fiir x = 0, wenn # eine ungerade Zahl ist, dagegen
v 1){_; 1.3.5...(a—1)
_ g 2.4.6...n

n

fiir ¥ = 0. wenn z eine gerade Zahl ist.

D)
Die gemeinsehaftliche Quelle der wichtigeren Eigenschaften der Function .\, bilden die
(Gleichungen, welche sich zwischen den partiellen Differentialquotienten sowohl der ersten als

der zweiten Ordmmg der Funetion
]

= (1 —2xz + 7° =X, 4 N+ N+ X, 4 ...
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beziiglich der Grissen x und z aufstellen lassen. Diese Gleichungen hat bereits Legendre
a. a. O. benutzt, ohne aber alle Resultate, welche sie zu liefern im Stande sind, daraus zu zielen.
Wie man leicht einsieht, ergibt sich durch partielles Differentiiren

((ll—l: = (z—=z) u’ . g; =z
g w' 4 3ut (x—2) e = 3zu® flu
dt L dz ) de? T dr
d*n du
e

Zieht man zuerst die Differentialquotienten erster Ordnung in Betracht, so gelangt man
zu der Gleichung

1  du

— . =(x—2)u

u 78 ( ) :
aus welcher sich, da rechter Hand

1

— =1 — 92z + 2

“ : - 5
und linker Hand fiir « die entsprechende Reihe gesetzt werden kann, weiter die Gleichung

(1—22z+ 22)[4\', R D 5 N S ]_—_(1‘——2)[&) R\ -2 S - S T - ]

ergibt, die sofort nur bestehen kann, wenn

nY, —2n—12N_, +nr—2)X _, =2 _, — X

=i

ist. Wie man bemerkt, ldsst sich diese Bedingung unter verschiedenen Formen darstellen,
welche der spiteren Anwendung wegen angefiihrt werden mégen. Dieselben sind:

ny, — (2n—1) X, + (n—1).X,_, =0
n . n+41
9. 1 1 "\'ll—l T ol o
2n 41 2n+1
2 -|— 1

XN, —X,_, = m —— (N, —,_) oder »n(xX,—NX,_) + (n4+1) (X, —X,,)=0
.4)l

Sie stellen insgesammt die bekannte Bezieliung zwischen drei anf einander folgenden Fune-
tionswerthen dar.

{4 .X,, = 4\,,“

Da ferner

1 du.
—_ =EBu
u dr
so folet 1 ihnlicher Art wie oben die Gleichune
d.X, d.\, d.\, d.\ i _ . . .
1—2x242%) | — s bRt =N N N X L]
( Eane) [(l.n da dx ' dx } { . o s et

welche nur unter der Bedingung bestehen kann, dass

s O%J_X_, n d.X,,

dx d.c d.x "

I
b
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oder
d (YopitNor) o d X
dzx S
ist. —
Verbindet man die beiden bisher benutzten Differentialquotienten unter gleichzeitiger

Elimination von #«® mit einander, so entsteht die Gleichung

du du

e e

welche durch Einfithrung der Reihenform in

x—‘)[(]: +”5H‘+~—?“-;+-~+:"@+---] [ X+ 22X, 4 82°X,+ .. .—7zz"“X,,+..]

dr dx

iibergeht und als nothwendige Bedingung fordert, dass

d.X, A\

dx dx

= nX,

Man kann derselben eine andere Gestalt geben, wenn man bemerkt, dass der Ausdruck

linker Hand, ndimlich

d \'n dl’n—l _ d (":-Yn - JX'n—l) \v
v dr  de dx T

und also mit Riicksicht anf weiter oben gefundene Relationen

d(xX,— X,—1) n+1 [(dX,+q AN
dx 2n+ 1\ dao dx

= (7Z+ ].) AYH f—

Die hierin enthaltene Gleichung

d( Xy — Xos)
—]‘h— = (2n41) X,

welche fiir die vorliegenden Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit ist, wurde meines
Wissens zuerst von Christoffel in der Abhandlung iiber die ,Gauss’sche Quadratur®
(Crelle, Journal Bd. 55, S. 67) jedoch auf cinem von dem obigen verschiedenen Wege gefun-
den. — Es ist nieht ohne Interesse, dazu auch noch auf einem andern Wege und zwar direct
von der Darstellung der Funetion X, aus zu gelangen, welche zuerst Ivory und spiter auch
Jacobi (Crelle, Journal Bd. 2, S. 224) fand, und wonach

1 dr (a — 1)

" 2.4...2n dt

1st.
Differentiirt man diese Gleichuug, so erfolgt:

d‘\'n, 272, dn, s (.L‘g— l)n—-l

de  2.4.. c(20—2) : dar

oder, wenn man eine der angezeigten Differentiationen in der That ausfiihrt:

dy, 1 &1 [(P—1)—2 (22— 1 4 (20— 2)a?)]
de - )l ( n_)) : doer—1




Uber emige neue Ligenschaften der Nugelfunctionen einer Veriinderlichen ete. 41

folglich, wenn man den Aunsdruck rechter Hand in zwei Theile zerlegt

d.\, 22 — 1 di=1. (x*—1)—1 n 1 dr=t (P — 1)

dr T 2. .. (2n—2) o/ = 2.4...%2—4) ="

-

Daraus ergibt sich nun ohne Weiteres die Gleichung

dy, dX,_»
n _— Y 1 ;X n—2
dJ) ( n ) n—1 + d‘L'

welche mit der oben erhaltenen zusammenfillt.

Setzt man nun in derselben nach einander n—2, n—4, 7 —6, . . fiir » und addirt dann
alle sich daraus ergebenden Gleichungen, so wird man finden:

Wenn 2 gerade

AN .
: — = (20— X, + @—3) X5 + =9 X,y + ... .+ 3.,
e
Wenn » ungerade
R - e
(T~ =2n—1)N_ 4+ 2n—5) N, + Cn—9) X, + ...+ 5N, + 1
axr

welche Gleichung sich ebenfalls in der oben bezeichneten Abhandlung, ohne die Unterschei-
dung ob » gerade oder ungerade ist, angefiihrt findet.
Mit Riicksichit auf die weiter oben erhaltene Gleichung
dY, X,y

=\
dre ndy + dx

ergibt sieh hieraus auch die Relation

d X,
r

=N, + Cn—3) X, , + Cn—"7) X _, + (Co—11) X, +.

Von den Gleichungch zwischen hoheren Differentialquotienten ldsst sich die folgende
hervorheben. Differentiirt man nimlich die oben gefundene Gleichung

A AN, dX

) An I .
) TR = X,
dw de 7 dx o
(r — 1)mal nach einander, so ergibt sich
D\ o T dr X, 1 @=L
- — Y — (=
dxr dxr + dar (2 = der—!

woraus hervorgeht, dass, wenn man diec Ordnungszahl der Differentiationen in jedem Gliede
um eine beliebige Anzahl » — 1 erhiht, dadurch weiter nichts geindert wird, als dass die
rechte Seite der Gleichung 2 (r—1) mal mehr in Rechnung gebracht werden muss.

3.
Ausser den bereits benutzten Relationen zwischen den Differentialquotienten von # sind

noch die folgenden von besonderer Bedeutung, die sich aus der Bemerkung ergeben, dass

1
(r—2) = — — (1—2a)

u

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd.
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und dass, wenn man die im vorigen Art. gefundene Gleichung

du du
(,L_d) der P dz

aul beiden Seiten mit (z—2) multiplicirt, die Gleichung

[5 - 0] =2 -

entstehit. Diese letztere in Verbindung mit der bereits gefundcneu Relation

1 du
== — = L
wt da
vibt sofort
du du
1—a®) — = we — z (t—z
( ) d.e ( ) e
oder endlich
1—a® du du
—_— = u — (x—2)
2 d.e ( ) dz

Setzt man nun in dicser Gleichung die Reihe fiir «, so geht sie iiber in
dX, d.\, AW d.\,
(l—b)[ e L o = Rl g = ]

de de ' doe
=N, +Nz+.. 4+ N2+ — (r—2) IX‘ S e e & D E ]

und diese Gleichung kann nur bestehien, wenn

A . .
(1—a®) 4, = XNy — w2, + (n—1) J,_,
oder
/AW - )
(1—2%) T (Vg — 2

Beriicksichtigt man ausserdem die Gleichungen des vorigen Artikels, so Lisst sich diese
Bedingung auch die folgende Form geben

d \', . . ' PeC . :
U—a®) S = (Vo) = (0 1) (e, — X)) = 5 ("L) (X, X, )
-l :

Differentiirt man dic letztere Gleichung, so findet sich

eyt St SEEE Lo D
dx 2n 41 d.r

Da aber im vorigen Artikel sich die Gleichung

d( \n i n+l)
da

— (2n+1) 1,

ergeben hat, so folgt

' &\, dx,
— i ) L

(1 J/) (/l v d.e + (1l+ l) \

oder dureh eine leichte Umflormung

[(l ik dz:nJ

e + n(n4+1) N, =0
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Die beiden letzteren Gleichungen, welche zuerst Legendre a. a. O. auf andern Wege
fand, sind die Differentialgleichungen der Function .\

7

4.

So wie im Vorhergehenden Bezichungen zwischen drei aufeinander folgenden Functions-
werthen gefunden worden sind, so lassen sich auch solche zwisclhien einer grissern Anzahl
derselben finden. Einige hierher gehiorige Fille verdienen bemerkt zu werden. Aus der Glei-
chung fiir « folgt sog]eich

1 = (1 — 2N, + Nz 4+ N2 RN S |

und da diese nur bestchen kann, wenn sowohl der Coéfficient von z* als auch jener von 2+
fiir sich gleich Null ist, so folgt F

Y ‘\’n." »}, \ ‘-\'nf] 4_ \n— \ v T "\'n—?,‘\'m{-ﬂ + (U0

n—1 -

- 9 \n—l + *\n« “‘\n + ‘\ »1—3‘\11+l -+ ‘\'n—‘l‘\n—f'.! + G0
=22 [X_ X, + NN, + XX, .]

g0 wie auch
‘\ n—1 ‘\ n - 4\‘ n—"‘\ n41 T ‘\ 11—3‘\ n4-2 + LR
+ ‘\ n \71+l + 4\ 1—1‘\ n+2 + ‘\ 11—2‘\71+3 + 6 o0

= 2§ ['3‘ \z: + ‘\n—l ‘\n+] e ‘\n—‘..“\u+': - -‘\n—,’}‘\n-#.'i + . ‘]

Auf folgende Art kann man auch die Entwickelung des reciproken Werthes von «
erhalten. Es ist

= = () = (02 [J\} + Nz 4 Ve .. ]

oder, wenn man dic Multiplication ausfiihrt

1 lu . . . . . . .
— T =2, 4 @XN—X) s+ @ — )2 . (@X,—N )

Wk dz

und wenu man auf beiden Seiten nach z mtegrirt

41
fe3

o @A)t

Da nun « = 1 ist fiir 2 == 0, so {olet fiir die verlancte IEntwickelung
9 o te)

1 a2
— — + Const = =Xz + (x.\,—A) -

u

to ] RN

e

V1— 222 + 2 =1—a\,z + (X,—ad)) ) AU I - G g

"

Soll aber die Reihe @ nicht enthalten, so muss man von der Relation

” n41 .
= — A\' -7 A\n,.
- + G417

Giebrauch machen, vermittelst welcher man erhilt

1A\

V1i—2
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Ordnet man die Reilie nach den X, so nimmt diese Gleichung die folgende Form an

2

21 2 . 2 |1 . 1
1 —2xz + &= =X ——1)=z (——— FX,+.. - g
V1 xz + 14 3 o+(5 1) Al‘*' 7 3) A._—|— _l_(c_))z—l—?) C_)n—l)N \"—{—,,

A

Wie leicht einzuschen, liesse sich die Anzahl derartiger Resultate betriichtlich vermehren.

9.

.

Die in Art. 3 abgeleitete Gleichung
d.,

d*.\, - ' L1) A 0
T T tm (m+1) X, =

(1—2%)

tithrt, wenn man darin 2 fiir m setzt und dann diec Gleichung

d* X, d.X, .
90 : —
= 2z —— + nn4+1) X, =0

mit der vorhergehenden durch Subtraction verbindet, zu einem bekannten schr wichtigen
Satze. Man findet nimlich

- . &N, AW . dY, e
(1—a?) [x\m E — X, = ] — 2% [A”‘ﬁ — X, —Cg] - [n (n+1) — m (m+ 1)] Alie—Nj
und wenn man zwischen den Grenzen — 1 und + 1 integrirt, wobel sich die beiden ersten

Glieder linker Hand, ndmlich

[(1—:2,‘)‘3 (me d‘j - @)]+1

dze "de ),

aufheben, so erfolgt
41

[n (n+1) — m (m—+ 1)] N, N, de =0
L—l
Was zuniichst den Coéfficienten in der Klammer betrifit, so gibt derselbe, gleich Null
gesetzt, die Gleichung

m 4 m=n + n

welche, nach m aufgelist, die beiden Wurzeln

my=n , m=—(n+1)

liefert. Iiir alle anderen Werthe verschwindet jener Coéfficient nicht, muss also das Integral
Null sein, so dass, mit Ausschluss der Werthe m, und m, immer

At
/ A, X, de =0
<
und dieses ist, wie man sicht, ohne Ausnahme der Fall, wenn mau fiir 2 nur positive von
verschiedene Werthe setzt. Auf dicsem Satze beruht bekanntlich die Methode fiir die Ent-
wickelung gegebener Functionen in Reihen, welche nach Kugelfunctionen fortschreiten. Was

nun aber die Integrale

+1 +1
[X X, de , [ Xide

=N =11
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betriftt, so sind sie einander gleieh, wenn man, wie in Art. 1 geschab, AX_ 4, und X als ein-
ander gleich erachtet. Man hat daher nur das letztere Integral, dessen Werth offenbar von
T . : . . . . 2oL g T . . . . .

Null verschieden ist, zu ermitteln. Fiir diese Werthbestimmung jedoch gibt es meines Wissens
nur ein direetes Verfahren, niinilich jenes von Legendre, und es scheint daher nieht ohne
Interesse zu sein, noeh ecine zweite, kiirzere Ierleitung jenes Werthes zu kennen, welche von
cinem ganz verschiedenen Gesichtspunkte ausgeht. Multiplicirt man ndmlich die in Art. 2

erhaltene Gleichung
d.X, d.X,

dx dx

€x

= nd\,

durchgehends mit X, und integrirt hierauf zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so gebt sie

4
n [ oz — / 2 X, dX— f X,

= —1

dadurch iiber in

Was zunichst das zweite Integral auf der rechten Seite der Gleichung betrifft, so ist das-
selbe nach der in Art. 2 begriindeten Gleichung
(LYn—I

dx

= (2n—3) X,_, + (2n—7) X, +.

oftenbar gleiech Null, und fiir das erste Integral findet man durch theilweises Integriren

[gl-;—_/xdx] —1——fX’dx

so dass man die Gleichung

+1 1 At 1
w | Xide =1 — = / X2dr
., ~ Ly
erhiilt, aus welcher
+ 1 ) .
. g 2
A de = 2n+1

— 1
folgt.
Die Legendre’sche Bestimmung besteht dem Wesen nach darin, dass das bestunmte

Integral

T dwe . lo(rl—l—]zp

Vi—2ay+y)(I—2w:42)  Vyz ~ 1—4ype

nur von dem Produet yz, nicht aber von y und z einzeln abhingig ist, so dass, wenn man die
beiden Seiten in Rethen entwickelt, die Gleichung entsteht

41
[ a2 {\ e o e } {Xo + Xo 4+ X +}

1 1 .) 1 )
:-2{1+3(i/z)“+g(!/3)"+---+q+1(/)"+ }

woraus sich gleichzeitig die Resultate ergeben, dass
=+ 1 5}

.
/ XX, de =0 /A;dx - 2n 41

— )
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6.

Den bisherigen Ergebnissen fiige ich eimige Bemerkungen bei. Multiplicirt man die
Gleichung

1 | i - '
"T—_STﬁ pm— .‘XU S .4X1.3' + 4\2 & + ce e ——I— ;‘" Z” + .
— Xz o

mit .\, dx und integrirt zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so wird man

e X, dx Dom
f ‘T——.’.c; —|—_: T 2a 41

erhalten, worin z jeden beliebigen, zwischen — 1 und -+ 1 liegenden Werth haben kann.
lnregmt man hierauf nach 2 zwischen den Grenzen @ und 6 und kehrt auf der ersten Seite der
Gleichung die Integrationsfolge um, so erfolgt

\ ] dz ) (],n+1_an.+ 1)
I a —
‘/1 Dpz _i_':'—’ (Il+1) <?ll+1)

oder. wenn man die Integration naeh z ebenfalls ausfiihrt

+ 1
. b— x /Y — 2% + 1 2 (pr1—gnt?
., log —j_‘— + de = EeSa)
« —x+ ya— Yz 41 (n41)(20+1)
=1
Dies ist der einfachste Fall einer Reihe von Ergebnissen, welche sich aus der allgemeinen
Formel:
+1 b ﬂ@& 2 J
- [ @
finden lassen, wenn ¢ und 6 als zwischen — 1 und + 1 liegend vorausgesetzt werden. —
Ohne mich weiter mit derselben zu beschiiftigen, will ich nur noch bemerken, dass die An-
nahmen : = — 1 und 2 = + 1 zu dem Resultate
X, de 1y YN de 212
‘]—‘l’—( ‘1:|_vb;—i3/z—{—1
— -1
fithren. Iiben so leicht ergeben sich aus den in Art. 4 abgeleiteten Gleichungen die beiden
Integrale o 5
- - , - - . < =i
,_/ﬁ [4\*n—1‘xu - ‘-\n——‘.’“uvkl ‘*‘ ‘Xn —S*Xu+2 + - I ‘T’]‘T = ;7;'_1
+ 1
—

1 . . . 5 .
[? ‘\7;: + “\n‘l"xn—}»l + ‘le—ﬂ-{\n-{-" T ‘\ \77 43 + 00 ’]',1:(/'1‘ =

=1

Da indessen A .\

n—pr nt-r

eine gerade Funetion ist, so versteht sich die letztere Gleichung
von selbst. —

Endlich kann man noch bemerken, dass aus einer, zuerst von Dirichlet in seiner Ab-
handlung ,Sur les Séries dont le terme général. .. (Crelle, Journal, Bd. 17) gefundenen

Formel, wenn x = cos y gesetzt wird, die Gleichung

N=1_— (n —};11) » Sin L (n-{-‘)) (nl—l—l)) n(n—l) ;)y L (n+43) (73—{—21)2(71—521 zf?z—l)(;;_a) o o, + }
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sich ergibt, welche mit dr = — sin y dy multiplicirt und in die oben erhaltene Formel

1 X,de 2¢/2
vl—a 241

—1

substituirt, zu der Gleichung fiihrt

21/92 = 1 . 2 N(n4+1)n(n—1 - q
2"‘+1 =[ gl————(n—*_ ) sin - (n—{— ) (nt )iz;—) ——...}‘/Q.COS% dy

2 T g 2
aus welcher durch Ausfithrung der Integration die merkwiirdige Reihe

1 1 (n41)n 1 (n42) (n41)n(n—1) 1 (243) (n4200e+1) n(n—1)(n—2)
e = e e = —ay
21+ 1 H 1° ) 12, 9o 7 18, 02 5
erhalten wird.
7.

Unter den bis jetzt gefundenen Formeln sind einige einer wesentlichen Verallgemeine-
eung fihig. So lisst sich aus der in Art. 2 abgeleiteten Gleichung

4y,

a.c

z

=an\, + 2n—3) X,_, + 2n—7) X, + 2n—11) X, +

. . d. .
eine Entwickelung von a7 " finden. wenn man von den ebendaselbst nachgewiesenen

aua
Gleichungen
dX, ; dyX, ] »\,_ (n41).X,
gl — R ox, = dhii i e
dx dx 2041
wiederholt Gebrauch macht. So z. B. ergibt sich
d.\, I D ih—wr) N S N ~
7 e—m = ———— RIS — A\ Din—®)] .. 27 —9 X .
X ’l.l‘ 2/Z+J n41 1 L’/l—l—l n—1 + ( n )) X‘Il—u + ( n ) n—>5a +

u. s. w. In gleicher Weise lidsst sich 27X, in linearer Weise durch die Functionen X darstellen.

So findet man z. B.
£X, — n (n—1) X (2, z——l (/z—{—J/ + (2n+-35) o e (n+1) (ui—i X,
— Lo —1 (2n-—1) (- /z+] ) (204 ) (204 1) (20+43)
X,
Auch fiir -
dar dx,

* ldsst sich dasselbe erreichen und zwar kann man auf folgende Art zu
einer allgemeinen Formel hiefiir gelangen. Differentiirt man niimlich die Formel fiir -,
: ux

so findet man nach eiigen einfachen Reductionen
d*.\, ) e .
l/r_,-’— =1.2n—1)(2n—3) X, , 4+ 22n--3) Cn—7) X, + 3(2n—5) 2a—11) X, +...

.

Differentiirt man anch diese Gleichung, so erhiilt man
X, ; A .
= 1.(2n—1) (2n—3) (2e—5) X, ., + 3 (22—3) (2n—>) (2n—9) X, _.
dx .
+ 6.(20—5) (20—7) (2n—13) X _; + 10 (2n—7) (2n—Y) 2o—17) X, + ...

und durch das ganz gleiche Verfahren

d'Y,
) dx
L.(2n—1)(2n—3)(2r—5) (2n—T) X, _,+ 4 (20—3)(2n—>5) (2n—T) (2n—11)4,_,
+ 10(20—5) (20—T7) (20—9) (20n—15) .\, + 20 (2»—7) (2n—9) (2n—11) (20—19).X,_,, + ..




48 Anton Winckler.

Aus diesen vier Gleichungen ldsst sich hinreichend deutlich der Fortgang der Zahlen-
J"‘Y,,

T

coéfficienten und iibrigen Factoren erkennen. Was die ersteren betrifft, so bilden sie fiir
offenbar eine arithmetische Reihe, deren allgemeines Glied

m (m41) (m+42). . . (m4-r—2)
1.2.3....(»—1)

ist. Bezeichnet A einen Summationsbuchstaben, wird » > 0 vorausgesetzt und ist / die grosste

. n—rnr
in 1 4+ —— enthaltene ganze Zahl, so hat man

dr X,

dzer

>
Il

4

- 3 < y 9
" 0‘+11)§"T“))“(‘f"+1’) 2) (Qn=2h+ 1) (21—2\—1)..(20—2h—2r 4 5) (2n—AA—2r F B) X 1o

N

]

Fiir » = 5 erhilt man hieraus
d°.X,

i 1. 2rn—1) (2n—3) (2n—>5) (2n—T7) (2n—9) X,
+ 5 (2n—3) (2n—>5) (20—7) (2n—9) (Zn—13) X, _;
+ 15 (2»—>5) (2n—T7) (20—9) (2 —11) (2n—17) X,_,
+ 35 (2n—T7) (2n—9) (2n—11) (2n—13) (2n—21) X _,,
+ ... c

Von der so eben entwickelten allgemeinen Formel Lisst sich eine Anwendung machen.
A . . . . . . . : m—s
Bezeichnet nimlich » cinen zweiten Stellenzeiger und ist £ die grosste in 1 4+ —— enthal-

tene ganze Zahl, so hat man analog wie oben die Gleichung

d° X,

drs
%

_\:
l

2(z4-1)(z+2)...(2s—2 ) » .
’(’+1 );;L ) (;’:; ) (am—2x+ 1) (2m—2—1)...(2m—22—25+ 5) (2m—42—25+5) X,__,..,

N

=
Il

e . . N o A . N -
Multiplicirt man diese Gleichung mit jener fiir d—" und 1integrirt hierauf zwischen den
Grenzen — 1 und + 1, so wird nach dem Satze, dass, zwischen jenen Grenzen genommen,
das Integral des Products zweier Kugelfunctionen nur im Falle gleicher Indices einen von
Null verschiedenen Werth erhilt, die rechte Seite der Gleichung immer verschwinden, wenn

n—2—929 +2=—m—s—2z L 2

oder also
R — N S —1

e —= "y I

9

gesetzt, keine ganze Zahl fiir A—= gibt; denn erhiilt man hiefiir keine ganze Zah], so enthiilt
das Product sicher keine Glieder mit Kugelfunctionen von gleichen Indices.
Hieraus ergibt sieh der Satz: '
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Wenn die Ordnungszahlen » und s der Differentiationen von Null ver-
schieden, gleichartig (entweder gerade oder ungerade) dagegen die Indices m und »
der Kugelfunctionen ungleichartig (eine gerade, die andere ungerade) sind; oder
wenn 7 und s ungleichartig, dagegen m und » gleichartig sind, iitberhaupt also,

wenn der Ausdruck
N—m S—17r
4

5) ! 9

- -

keine ganze Zahl gibt, so ist immer

+1 7.4~ 1"
(ZI 4\11 (Z‘) AX m ’
f . (ZCL’ = 0

der " dar
=1l
Um den besondern Fall, in welchem s = 0 ist, etwas nither zu betrachten, will ich
zuniichst voraussetzen, es sei
m > n —1r
so ist immer noch
Lo
- “Xpn T
AX'I" ‘(Z‘zIT ([a/ — O
L—l
Setzt man aber voraus, es sei
m<n—r
und es seien m und 2 — 7 gleichartig; wird ferner
n—m—1r=2p

und p als eine ganze Zahl vorausgesetzt, so ist

gy, (1) (642 (6+3). (etr— 1) . |
[‘\"' i 1.2.3...(r—1) (2n—2p—1) (2n—2p—3). . . (2n—2p—2r +3

m—1
2

+1 v
. dX
[;\m——n- z = 2

n

Hieraus findet man fiir » = 1 und wenn p = eine ganze Zahl ist

. dx
—1 »
was, wie bekannt, richtig ist.
Nimmt man endlich an, es sel
m < n—r
es seien aber m und » — 7 ungleichartig, und

n—m—r =2 + 1

gesetzt, gebe fiir p eine ganze Zahl, so ist immer

+1 -
. dr X,
f A dr = 0

dxr
—1
. . n—m—=2 . .
Hieraus findet man fiir » = 1 und wenn p = ———— eine ganze Zahl ist
tlodx, ,
A, —de =20
dx

—1
was, wie bekannt, ebenfalls richtig ist. —

Denkschriften der mathem,-naturw. Cl. XXI. Bd.

-1



50 Anton Winckler.

Als Erginzung des betrachteten allgemeinsten Falles nehme man noch an, es sei

n—Im & ==1F
)\ —_— = -

4
9 L 9

in der That eine ganze Zahl. Dann wird der Werth des Integrals

/'Jf 1d"Y, &YX,

, dx” Wl

—1

. . . d. <
erhalten,wenn man dic allgemeinen Glieder der fiir - " und ; “ aufgestellten
a.x dx®
9

- 2n—2r—42+45
und fiir A, z alle dicjenigen Zahlen setzt, welche fiir A — 2 den oben bestimmten
Werth geben und so beschaffen sind, dass A zwischen 1 und / und «

Summenausdriicke mit etnander.und 1thr Product mit multiplicirt

zwischen 1 und & liegt.
Diese Sitze, welche mancher Anwendungen fiihig sind, haben eine gewisse Analogie zu
jenen, welche Legendre a. a. O. in den Exerc. gefunden hat, und durch welche der Werth

des Integrals

me.wL

— = (1—a*)" dx

—1
erhalten wird; es ist aber klar, dass dieses Integral in seiner Art weniger allgemein als

das so eben erdrterte 1st.

T

Wie im Eingange bemerkt, betrifft der zweite hier zu erdrternde Gegenstand die Begriin-
dung emiger Verfahrungsarten, durch welehe in gewissen Fillen die Entwickelung gegebener
Functionen in Reihen, welehe nach Kugelfunctionen fortschreiten, wesentlich leichter wird als
nach der gewshnlichen Methode.

Es ist bekannt, dass die Entwickelung

F@)=AX, + AX, + X+ .. + 45, + ...

einer Function f (z) nach Kugelfunctionen, erhalten wird, wenn man die Cotfficienten A4,
durch die Gleichung

2 41 H?
4, =2, X, dx

n

bestimmt. Der Anwendung dieser Vorschrift stellen sich, wie dies ebenfalls bekannt ist, in
gegebenen Fillen nicht selten Schwierigkeiten entgegen, welche darin bestehen, dass der
Coéfficient A, wegen des unter dem Integralzeichen vorkommenden Faetors X, in uniiber-
sichtlicher Form erscheint, welche selbst in den ecinfachsten Ifiillen die Reductionen nicht
erkennen lisst, welche daran angebracht werden kiinnten, oder dass, wenn sich A4, iiberhaupt
nicht in geschlossener Form finden lidsst, das bezeichnete Verfahren keinen Anhaltspunkt dar-
bictet, wie man wenigstens zu einer recurrirenden Beziehung zwischen zwei oder mehreren
auf einander folgenden Coéfficienten gelangen konne. Bevor ich mit der Auseinandersetzung
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einiger anderen Methoden fiir die Bestimmung der Coéfficienten mieh beschiftige, seheint es
zweckmiissig. anzugeben, was unter A4, verstanden werden soll, wenn » negativ ist. Die im
Folgenden vorkommenden Fille, in welchen negative Indiees von A, eintreten, sind so
besehaffen, dass fiir sie eine Definition hinreicht. Der Analogie nach scheint es am angemes-
sensten, eben so A_, = .1,_, zu setzen, wie frither .\ = .\, gesetzt worden ist. so dass
hiernaeh gleichzeitig

Ad,=4d,, uwd A, =d_..,

ist. Es versteht sich, dass an dieser Erklirung durchgehends festgehalten werden muss. Der
Nutzen derselben besteht in der nieht unbetrielitlichen Vereinfachung maneher Formeln, ins-
besondere derjenigen, in welehen Summenausdriieke vorkommen.

10.

Ein Verfahren zur Bestimmung der Coéfficienten A,, welches sehr nahe liegt, aber noch
nicht benutzt worden zu sein seheint, ergibt sich aus der Bemerkung, dass jener Coéfficient
erhalten wird, wenn man das Integral

290 41 /‘+ Y fle)de

: > ) Vi—zets

nachdem es ermittelt ist, aufsteigend naeh Potenzen von z entwickelt und den Coéfficienten
von 2" daraus nimmt. Da in der Regel der Nenner V1 — 2zz + 2° viel einfaeher, jedenfalls
tibersichtlicher als A ist, so wird das Verfahren im Vergleieh zum oben bezeichneten, maneh-

mal den Vorzug verdienen. Das Integral lisst iibrigens noch eine Umformung zu. Setzt man
namlich

. \ 14+ 22—8 tdt
1—2rz 27 =2¢8, 9«:—-+—— de = — &

so nimmt das Integral die Form an
2nt41 17 14 22—
el ey

1—2z

Um eines besondern Falles zu erwiihnen, nehme man an, es handle sich um die Ent-
wickelung der Function

. 1
f () = a-tu
dann entsteht der Ausdruck
(2rn+1) /H_- N S
. L4 2az + 2> — ¢

1—=:

fiir welchen man nach niherer Ausfiihrung erhilt

2n + 1 | a4z 14 20z + 2

= ———— [ —_—
291+ 2024 & ja—l—z—[l—|—‘_’a:- g

oder 1n etwas anderer Form

20 4+ 1 {

1 L 995 1 =2 1 - (2 3
m lOg‘((b -I— g + ‘/1 + 2az + 3’) _Tlog (CL—])}

i
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Was nun die Entwickelung des einen oder andern dieser Ausdriicke betrifft, so kann sie,
dem speciellen Falle angepasst, sehr emfach in der folgenden Weise geschehen. Aus der
Definitionsgleichung der Funetionen A ergibt sich

2 dz z 2 2
—_—— Y 2 JY —_— Y; o ,1Y —
[‘/l_ng_*_zg gz + Ay 9 + 4, 3 + A 1

oder also, wenn man die Integration ausfiihrt

S, & 2 28 . gttt
log (+ —2 + V1 —2ez + 2°) = log 1—=z) + Xz + X, — + X, —+ ... + &,
2 © 3 n41
Setzt man hierin @ = — @ und bezeichnet mit a,, a,, a,, . . . 2,, . . dieselben Functionen
von a, welche X, X, X,, ... .\, .. von z sind, so findet man
— S z‘! 23 zn—}-l
log (a + 2+ V1 + 2az + #) =log (1+a) + a —a,— + Dy + (—1)"a, +1+ -
P n
Daraus folgt nun die Gleichung
2at1 o etad Y142zt
?‘/1—{-‘_’(13—{—2 ~+a—‘/l+°a~+~“ -
2n -+ 1 1 ] + 1 23 ant1
————{— log U2 — s — 1)
1/1+9az+zﬂ§2 i g 5 T %y + ( )a".n+1 + }
Dem letzteren Ausdruck aber kann man auch noch die Form geben
2241 a-+1 R N Y
5 lga_l {a0—~alz+agz‘—...+(—1) a, —}—}
, 22 ,~n+l
+ (2n+ 1){%—&12 + a2 —. . (—1)z, 2"+ } saoz——al—o— 4. + (—1)"a, | 4 .. }
Daraus suche man den Coéfficienten von z*, so erhilt man
( 1
A, = (—1)" (2n+1) a, . log ‘/“+ -
-
. . Gpp—1 &Ly p—2 Aaln—3 Uy—20 Up—1% |
-}-(—) 1(72—}—1) +7z—l n— + s & 1+ 1 o§

Wenn man unterscheidet, ob » gemde oder ungerade 18t, so lasst sich der Ausdruck in
der Klammer auf die Hilfte der Glieder zuriickfiihren, und man kann dann das Resultat
dieser Rechnung i folgendem Satze zusammenfassen:

Wenn
1 . - - .
-(—!-;:‘U = A4,.X, + A, X, —<|~. A, X, +..4+ A, JX()H e A),l+1_1\,,,+1 + ..

gesetzt wird, und wenn a,, #,, a,, ... dieselben Funetionen von ¢ wie X, X, X,, ... solche
von z sind, so sind die Coéfficienten A bestimmt dureh die Gleichungen

Ay, = (dn+1) X

] + 1 [ %o % a1 . Oy op—2 o 02y —3 Un—1 %n
U... og =47 - . .. ——— =
. l/ «— +1) | 1.2» T 2(2n—1) + 3(2n—2) teet n(n-41)
ji:}n-f-l — (4‘” + 3) ><
‘ ‘ 7 S San Ay Lap—1 Gy Aay—2 Gp—1%n41 Uy Gy
Oyt 110 2t |- —— T ,
% e ™ ) | 1.(224-1) 2 + 3(2n—1) 1 n(n+4+2) " (a+1) (Z?il—l—Q)J}

durch welche die explicite Bestimmung der Coéfficienten gegeben ist.
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Durch das gleiche Verfahren gelangt man auch zur Entwiekelung
log (a+-2) = 4,4, + A, X, + 4,4, + .....

wobei die Coifficienten aus der aufsteigenden Entwickelung des Integrals

dx

It ot gt

<) L
-

V1—2xz4 2

— 1l

oder, um die Rechnung zu erleichtern, des nach @ genommenen Differentialquotienten des-
selben zu finden sind. — Ebenso hat man fiir die Entwickelung

(e+x)y = 4,8, + 4, X, + 4, X, +
den Ausdruck

M + 1/+ ' (atwy de 241 ik £ £y
V

5 e = G, di (1 + 2az + =

und fiie die Reihe
arctg ax = A4, X, + 4,4, + 4N, +..

das Integral

2z

2nt1 plts 1420z & —1¢
——Q—~f dt arctg

1—2

u. s. w. zu betrachten.

11.

Zur Bestimmung der Coéfficienten 4 ist in letzter Zeit ein in vielen Fillen zweckmiissiges
Verfahren (s. die Abhandlung von G. Bauer im Journal von Crelle, Band 56) eingeschlagen
worden, welches darin besteht, dass man die Gleichungen zu Ililfe nimmt, die sich ergeben,
wenn man die Entwickelung

o9 -
f(a:) == E/ ”_KX,I
0

einer Integration nach = unterwirft; man erhiilt dadurch in vielen Fiillen eine weitere Glei-

g, welche wenigstens eine Relation zwischen den zu bestimmenden Coéfficienten liefert.
Dieses bis dahin nur auf einzelne Beispiele und insbesondere nur anf die aus der einmaligen
Integration hervorgehende Gleichung angewendete Verfahren ldsst ecine Lrweiterung zu,

chung

welche hier in Kiirze nither bezeichnet werden mag.
Man multiplicire die angefiihrte Gleichung mit dz und integrire ste dann zwischen den
Grenzen z und + 1, so erfolgt

1 o 1 ’
fﬂ@@:ﬁ@/&&
1] o/

und wenn man dasselbe Verfahren noch » — 1 mal wiederholt

1 1 1 1 ~ 1 1 1 1
[(?xfdw...fdx /f (x) de = X 4, [ll.):f(h‘... fdxfffn dx
. . 0 . .

€T
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Nun lisst sich, wie bekannt, sowohl die rechte als die linke Seite dieser Gleichung durch
einfache Integrale ausdriicken; fiibrt man zunichst rechter Hand diese Reduction aus, so

findet man
w . n—ooQ 1 5 . ( 51 ) 1 y .
—g—l)— 2 A, {a,f X, dx — ra’ ! / A, dx ~—1) ’—’j > Xde—...F f;z" A, (1.L‘§
2R3 7 . 1.9
n=0 X X ¢3 x

Bezeichnet man mit Y, dieselbe Function von y, wie X, eine solche von  ist, so kann
man die » + 1 Integrale unter ein gemecinschaftliches, auf die neue Verinderliche y sich
beziehendes Integralzeichen bringen, wodurch man den Ausdruck

1 r—1 —1) (—2)
/‘(IZ/S(‘[T r—1 I/ + 7‘( ) >y‘2 ~ N C(,r . i(; )mh3y3 + oo Ak 7‘:[‘1/”“‘ T y’} )rn

x

oder einfacher

f)..LJ(ZJ

erhilt, so dass die oben gefundene Gleichung die Form annimmt

/ﬁx d1 t[f@)mp——»ff. [ /1 (=) dy

Wiirde es sich um eine Verificirung dieses Resultats handeln, so hitte man sich nur zu
erinnern, dass die linke Scite der Gleichung ebenfalls in die Form

=3
1.2.3.. ff(./)(x —y)

gebracht werden kann und also
1 - o
[f@)@_mw@::ng/};@;ﬁy@]
o 0 <’

ist; diese letztere Gleichung ergibt sich in der That, wenn man die urspriingliche mit (z—y)’
multiplicirt und dann zwischen den Grenzen z und 1 nach y integrirt.

Was nun aber die Beniitzung der aus wiederholter Integration hervorgehenden Gleichuu-
gen zur Bestimmung der Coéfficienten A betrifft, so dient hierzu nicht sowohl die so eben
ausgefiihrte Umgestaltung des Ausdrucks

Afmf . Aw

als vielmehr die folgende, welche sich auf die Eigenschaften der Function .Y, griindet. Aus
einer im Art. 2 entwickelten Formel ergibt sich ndamlich

! - X71— - 4\/1‘
[&@—_ﬂ__
. 2n 41

£
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so dass also neben der Gleiehung

oo

f(.).) = ..1‘1” 1\

0
aueh noch die folgende

1 =5} ‘.1" ;
/‘.f('l?) f]l‘ . S ')//—{-1 ‘ Xn» 1 4Xu+1)

bestehit. Man kann den letztern Summenausdruck so transformiren, dass blos X, statt 4, mit
demselben Index hinter dem Summenzeichen vorkommt; man muss aber dabei an der Bedeu-
tung festhalten, welche den Gréssen X, und .1, fiir negative Werthe von n beigelegt worden
ist. Zerlegt man ndmlich jene Summen m zwei Theile, so ist

£ »n Y N L1n Xv a1 Y v n—1 X
- MO — A = ai= A, — AT s
5 Zpdeil T ! o 2n+1 e R B 1 2n—1

Die letztere Form aber st sieh in

: 4‘171 1 fln—l -
X, - X
- + ( 20 +- 3 20— 1) !

Aly "Y—

zerlegen, worin sich die Ausdriicke vor dem Summenzeichen gegenseitig autheben, so dass
man die Gleichung erhilt

o \2n+3 Dy — 11

/f(l) d.n:,‘l(‘l"ﬂ == An_l)Xn N ¢y

Diese Gleichung, in anderer Form dargestellt, bildet die Grundlage fiir die Methode der
Coifficientenbestimmung, welche in der oben bezeichneten Abhandlung zuerst benutzt worden
ist. Unterwirft man diese Gleichung einer abermaligen Integration, so ergibt sich in gleicher

lrn‘ n—— 4\n— e An
/'(]1/‘71'” (71_‘ } ao 1 1 f1
%+ 3 20 —1 2n 41

Um auch hierbei den Ausdruck hinter dem Summenzeichen blos durch X, auszudriicken,
zerlege man denselben in zwei Theile und transformire jeden, so wird

: (’ ‘ln+l 1{717‘1 ) ‘Xrn—l :‘: An+2 4111 ‘Xvn
e - — /= ad |- — —= ; °
2n+43 2n—1/ 2041 20+ D 2n4-1) 2043

: (. lnfi—l 11,,, 1 : 4\n 41 0‘0‘ 1171 -‘lnf‘_' \Vn
M| = - — = X = =|| =
0o \2n—+43 2n—1 I_’/z+ 1 +1\2n41 2n—3 O—1

Liisst man ferner die beiden Summen rechter Hand mit 0 statt mit — 1 und 4 1 anfan-

Weise wie aben

gen, so werden die Ausdriicke

/1 3 1 -
(‘—' ‘ll -i— A’J_l) 4Y_1 — (1‘10 + = 4'11__2) ‘XO
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ausgeschieden und heben sich offenbar auf, so dass man erhilt

[ 1@ aw = [—2)f ) dy =

oS A,,+9 94’1,1 W -
X — ; A, . N
; [(9n+5) @it @) D) T @) (?ﬂ—3)] ’ %

Wie man in dieser Weise weiter gehen kann, bedarf keiner Auscinandersetzung.

120

In manchen Fillen lassen sich die Quadraturen nicht in endlicher Form ausfiihren,
welche in den so eben entwickelten Gleichungen vorkommen, wihrend dies gleichwohl bei

einem der Integrale
1 1 1
ff(y) df,fz/f(y) dy,fy?f(y) dy, - . -

der Fall sein kann. Da sich nun, wie leicht einzusehen ist, diese Integrale ebenfalls mittelst
der Coéfficienten A wie f (z) selbst nach Kugelfunctionen entwickeln lassen, so liegt hierin
ofter ein Mittel zur Cotfficientenbestimmung. Multiplicirt man die Gleichung (1) des
vorigen Art. mit  und addirt sie dann zu (2), so ergibt sich

11,1_5_2 c..).An An_g -
[(‘271—}—5) (2n4-3) — (22+43) (2a—1) T (2n—1) (.‘.’7;—3)] .

0

1 o0
f yfy)dy ==

> -An+1 -An—l -
X — x X
Py ‘:[Qn—i—3 2n—1 !
Da nun
. ) - n4+1 .
:I:A = +

—— X
" 241 " on41

so kann man den letztern Summenausdruck in zwei Theile zerlegen und jeden derselben

einzeln transformiren, wodurch man findet

§ 7 An+1 . -An—l ;Yn_l — °§ n + 1 -An-l—:: s Al 3 ) JY”
0 2n4+1 \20+43 2n—1 0 2243 \2n45H 2041

%\0 n + 1 4"1n+1 . An,-l 1Y . § n An . fln—‘.’ 1-\7
5 2n4+1\22+43 2n—1 s 0o 20—1 \ 2241 2n—3 "

so dass sich die Gleichung ergibt

! S n+2 -An 2 -An n—I1 171—2 >
fyf(y)dy=2[(+) ¢ S | B

o L(2n48) (2n+3) ~ (2n+3) @n—1)  (2n—1)(22—3)) 7"
Auf ganz gleiche Weise kann man auch die Integrale

(o7 dy ...

ausdriicken.
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13.

Die Betrachtung einiger besonderen Fille wird geniigen, den Gebrauch der so chen
abgeleiteten Formeln zu zeigen. Angenommen, es handle sich darum, die Function cos ax
nach Kugelfunctionen zu entwickeln, so bestimme man zuniichst

1 1 . .
sSin @ COS @ — COS @
[dxfcos ax . de = (1—=x) -
‘1: T *

0
a a”

und es ist daher nach der Gleichung (2) des Art. 11

(1—2)

sin a COS @ — COS ax = At 24, A, .
= .(Xn

= @0 @t @t @) T @) @r3)

o0
Da nun cos ez = ¥ 4,.X, und 2 = X, so erkennt man auf der Stelle, dass diese Glei-

a'.‘

0
chung nur bestehen kann, wenn

sin @ Ccos a 1 2 1 1
T _‘+_ Ao+ _A1+ _A‘z
a a a & 15
sin @ 1 2 1
= Al — (= = = _— —
a ; ((ﬁ 5)‘41 5 s

und fiir alle Werthe von », welche die Einheit iibertreffen
An—-f.’ 1 S Au 2
— 4o — | At =0
(2n—1) (2n—3) a® (2n+43) (2n—1) (2245) (204-3)
Es ist fiir sich klar, dass die vorliegende Entwickelung nur Glicder gerader Ordnung
enthalten kann, dass also 4,,,, = 0 sein muss; da ausserdem

1
An=— jfcos ax de =

—1

.A;a = 15 (i — l) sin a _+_ 15 COSQ((

sin @

a

so folgt

a a’
. 8. W,
In ganz dhulicher Weise lisst sich auch eine Relation fiir die Coéfficienten der Entwicke-
lang von sin ax ableiten.
. o o o o . . —_a22 y ‘. . . .
Als zweites Beispiel will ich die Funetion e¢7*¥ betrachten. Hier tritt die Gleichung (1
1 g

des vorigen Art. in Anwendung und man hat

1
/?/6“"2”2 dy =
.I

Da nun

oo
— A RS =
e " =XA4,4A,
0

so ereibt sich aus jener Gleichune unmittelbar die Bedingun
o

(7l+2) Azz+2 An . (72_'1) An—-‘z Ay
21+5) (2n+4-3) i (2n+4-3) (2—1) (2n—1) (272—-3)] "

oo oo

- —nl o
YA4X, —e :CEa“S[(
0 0

Dienkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. 8
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(o)

-
D

aus welcher folgt

A e =gl 44 L 1y,
et =2 At gt g A

und fiir alle die Null iibertreffenden Werthe von 7
(42) dygs 1 1 (n—1) A,
Broes ~ (o + TeD) B e =
Nun ist .
A(,=if:i"2"’<lw= l—ia2 + el i + .
2 3 5 1.2 7 1.2.3

-1
und da

3
A = 5 /‘e—a'r & dx =%}

—1

so wie iiberhaupt A,,,, = 0 1st, so folgt
15 2 e
4= gl1—5 )4 —

Es konnen also alle Coéfficienten durch die einzige Reilie, welche /A, darstellt. ausge-

driickt werden.

0 . 1
Nimmt man drittens an, es werde ———— fiir f (x) gesetzt, so folgt
Vi + @’z '
fl ydy Vi+a — ]/1——{—azac2
. V1t aty “
Da aber

V1 4+ &2 = (1 + &2 S A4, X,
0

= § (An X, + a4, .« X,,)

o

o brancht man nur fiir 2* X, den im Art. 7 hierfiir abgeleiteten Ausdruck zu setzen und den
Summenausdruck, wie dies bereits wiederholt gesehah, so zu transformiren, dass hinter dem

o~ o - ~ .
Summenzeichen nur X, vorkommt, um zur Gleichung

V1 + &2 =

§ [A]) L 2 ( n(n—1) 4, . % (2n43) 4+ (n41) (Q;z.—-l) A (u—}—l)(/z_ii)—)_ y ))J X
0 g (2n—1) (2n—3) (2n—1) 2a+4-1) (20+43) ! (2n+43) (204-5) e "

zu gelangen. (ileichzeitig aber folgt aus der Gleichung (1) des Art. 12 fiir den vorliegenden

Fall

V1l + a2 — V1 + a2 =

2 :[ (n42) A, 4, (n—1) A,—s x
(2n+4-5) (2n4-3) "1 (2n+43) (2n—1) - (2n—1) (20— 3’)] "

(L o
0
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Addirt man also diese Gleiechungen, so ist es leicht die nothwendigen Bedingungen anzu-
geben, welchen die Coéffieienten A geniigen miissen. Insbesondere erhilt man fiir 7 = 0

4, = {1/1 T & — (1 + %ﬁ) 4,

4a® |
Alle A mit ungeradem Index sind Null.

14.

Der dritte Theil der vorliegenden Ertrterungen betrifft, wie in der Einleitung bemerkt
wurde, die Nachweisung einiger Eigenschaften, welche die Coéfficienten der naeh Kugel-
functionen fortschreitenden Reihen, oder also die bisher mit A, bezeichneten Grossen besitzen,
wenn dieselben als Functionen einer Grosse « betrachtet werden. Unter diese Eigenschaften
kénnte man zunichst rechnen, dass sich die Werthe mancher bestimmten Integrale von Func-
tionen, welche mit der Reihe in Beziehung stehen, durch deren Entwicklungscoéfficienten
ausdriicken lassen. Ich beschrinke mich hier darauf, ein einziges Beispiel dieser Art anzu-
tithren, welches sich m den Formeln des Art. 11 von selbst darbietet. Ilat man nimlich auf
irgend eine Weise die Coéfficienten der Reihe

SJy=45 + 4, X +...+ 4, X, +...

efunden, so 1st, wenn 7 eine positive ganze Zahl bezeichnet

o
o

1 ! :
5/(1-{—90)’]'(.%) dr =

1 »(r—1) 1 r(r—1)(r—2) (r—3)
%1 3 re Tt T rema o o }Ao
1 1 r—1)(—2) 1 »(r—1)(@E—2)(@—3)(r—9)
* §? T e e 1.2.3.4.5 } A
2 r(r—1) 4 r (r—1) (r—2) (r—3) 6 »(r—1)(r—2) (r—3) (r—4) (r—5)
M 53— "T18 Tiwe 1.2.3.4 TI9 1.2.3.4.5.6 T } 4,
2 r(r—1)(r—2) 4 v (r—1)(r=2) (r—3) (r—4) 6 r(r—1)...(r—6) '
Al %—? 1.2.3 7.9 1.2.3.4.5 501" 1.2..7 T } 4,
(24 2(r—1)(—2)(r—8) = 4.6 r(r—1)(r—2)(r—8)(r—4)(r—5) }
R 1.2.3.1 T ol 1.9.800,5.6 000 | CaaiT e A
i 2.4 r (r—1) (r—2) (r—3) (r—4) 1.6 r(r—1)(#—2) (r—3) (r—4) (r—5) n } y
7.9.11° 1.2.3.4.5 9.11.13 1.2.8.4.5.6 ' "7 i

—‘|" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Das Gesetz der Coéfficienten dieser Reihe, welche, wenn 7 eine positive ganze Zahl ist,
von selbst abbricht, Idsst sich deutlich erkennen.

Von grosserm Interesse als diese Beniitzung der Coéfficienten A sind jedoch die Rela-
tionen, welche zwischen diesen selbst stattfinden. Einige hierher gehorige Bemerkungen mogen

vorangehen. — Wenn in der Gleichung

f(-’ll):floxYo “|‘ Ale + AziYe ++ AHX"+"'
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einmal z = — 1 und dann z = + 1 gesetzt wird, so erhélt man nach Art. 1 zwel Gleichun-

gen, aus welchen folgt

At dot Aot Ay .., TEEDHIEY

_fHED—f(=1)

A1+A3+A5 +...+ Asn+1+

2
Setzt man dagegen x = 0, so ergibt sich
i 3 1.3.5 1.3.5.7
4, — A togd—sgbtaresd— - =70

d.
Multiplicirt man die Gleichung fiir £ () mit —— d , integrirt sie dann zwischen den Grenzen
X
— 1 und + 1 und beachtet den in Art. 8 gefundenen Satz, so erfolgt:
T2 dXy,
— dx

A1+A3 +A5+1‘{T +“'+A2n—-1:_2—

. . . . d-‘X".Zn . . . . .
Multiplicirt man dagegen mit E 2, so ergibt sich in @hnlicher Weise
€X

1 e d-‘X"Zn-i—l
A b Aok A+ At A= [ @) R
=it

Man kann hieraus die Summe der 22 ersten Glieder finden und zwar ergibt sich

4Y7 .‘X 41
= 2 ] (iI

Ao‘}‘Al’l‘Aﬁ‘FAs‘l'---'l'Am—l' 3—_ff

Lisst man 2 ohne Ende wachsen, so geht diese Gleichung iiber in

41
‘X n A"n
lim ff 2+1+ ]d = 2f(41)
Da ausserdem

‘-111 - 'Al + /1:.’ - A?) + L + A‘.Zn — _/f ‘\’""H_‘Y”"]

dx

so gelangt man fiir » = oo zu der weitern (leichung

lim /}Ex) —i~¥dx —2f(—1)

dx

und wie leicht zu sehen folgt aus diesen beiden Resultaten, dass

lim ff(x) _7"_ de = f(+ 1) — f(—1)

lim . ff @ D g = f (1) 4+ £(=1)
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Ich fiige noch bei, dass, wenn man die Gleichung

df (z) d\ AT Y, dx,,
- +A e SRR e

einmal mit X,,_, und dann mit X, multiplicirt und hierauf zwischen den bisherigen Grenzen

integrirt, die beiden weiteren Gleichungen

! {
A‘.!n aF Aen+e ar A2n+4 I A271+6 + .. .= _fA’n—l (f(w)

1 ol 1f (x
A23z+1 + A‘.!n+3 + A2n+5 + A‘.Zn+7 + ... = 5‘ /\A:!n 0 L{Zi—) dx

sieh ergeben. Die durch diese Gleichungen ausgedriickten Eigenschaften der Coéfficienten
liegen, wie man sieht, sehr nahe und gelten so allgemein als fiir eine gegebene Function f ()
die Entwiekelung naeh Kugelfunectionen iiberhaupt statthaft ist. —

15.

Den so eben gefundenen Gleichungen, welche die Summe einer endlichen Anzahl von
Gliedern der durch 4, A4,,..gebildeten Reihen in Form eines Integrals bestimmen, kann man
andere zur Seite stellen, welehe dhnliche Summen durch Differentialquotienten jener Glieder
ausdriieken. Hierzu fiihrt die folgende allgemeine Bemerkung.

Es sei % eine Function der beiden vou einander unabhingigen Grossen ¢ und 2, ferner
seien in der als mdglich vorausgesetzten Entwickelung

o
f@w) =A4,X + A, X, + 4,X, + ....=Y¥4,4,
0
die Grissen X Funetionen von z von gegebener Form, und A die als Functionen von a zu
bestimmenden Coéfficienten der Reihenglieder. Diese Coéfficienten A lassen sich immer unab-
hingig von der Charakteristik / bestimmen, oder wenigstens durch Gleichungen definiren, in
welehen dieselbe direct nicht enthalten ist. Man kann namlich f dadureh allgemein eliminiren,
dass man die angefiihrte Gleichung partiell einmal nach 22 und dann nach e differentiirt und

If (i c ] c
sofort (j:Z_(u) wegsehafft. Dadurch ergibt sich dann die Gleiehung
0/

X,— 4+ 4,

du v dA, . dd, d4, . d4A,
Jo_da‘—}_' da ® da e " da

du d.Y, d.\, d.\, d.X,

— —— 4 Ay — F .+ 4, — ...

da {A dx o dx T de + + dax T+

Ich werde unter Annahme besonderer Formen fiir « einige Anwendungen vou dieser

Gleichung machen. Die erste derselben sei
w—=a -+

durch welche man, wenn ausserdem noch z” fiir X, gesetzt wird, bekanntlich die Taylor-

sche Reihe herzuleiten pflegt.
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Hier nun sollen die A insgesammt Kugelfunctionen bezeiclinen in der bisherigen Bedeu-
tung. Da alsdann die obige Gleichung in

d d4, d4,

- dd, - d4, - dd,

Aoda-}-Ald—a-{-Az—@—*—----FXLE-l—- =
dx,. X, dx, dx,

S ey O T

iibergeht und die simmtlichen Differentialquotienten der A" vermige der m Art. 2 begriin-
deten Gleichung
d&‘.’n

— (D9 — \"
= = (2n—1) X

n—

A+ @n—5) X, 5+ (2n—9) X 4. ...

sich wieder durch Kugelfunctionen ausdriicken lassen, so kann man den Coéfficienten von X,
aus der Gleichung suchen und gelangt auf diese Weise zu der Relation

1 dA, 2
An+l + 1‘111—}—3 + An+5 + An-H‘ + oo — 27Z+1 d(l (1)
Da aber eben so auch
1 delyts
A7l+3 + An+5 + An+7 +...= m Ja

sein muss, so erhilt man durch Subtraction der beiden Gleichungen:

dA n42
da

(2% +5) % — (2rn4-1) = (2r+5) 2n+1) 4,,,

und hieraus folgt zugleich, dass die Coéfficienten A in drei auf einander folgenden Gliedern
die merkwiirdige Eigenschaft haben, dass

A4n 11n+2
‘/An+1 da = 51 3at’ + Const.
ist. — Wenn man ferner die Gleichung (1) und die daraus abgeleitete

1 del,
2043 da

An+2 + 1171—}—4 + jin—{-G + f‘{n—#—g + cee—

durch Addition verbindet, so findet man

1 dd, 1 ddyy

A & A + Augs ... = %41 da ' %43 da

oder, da die Summe linker Hand durch
Sfla+l) — (A, + A, + 4, + ... + 4)
ausgedriickt werden kann, so hat man, wie sich leicht ergibt:

1 dd, 1 d4,.,
A, + A + A, + .+ GRS e —
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so dass man also die Summe der n ersten Glieder der durch die Coéffieienten A gebildeten
Reihe dureh die Differentialquotienten ihres 2'" und (n 4 1)** Gliedes ausdriicken kann,
Wenn man » ohne Ende wachsen lisst, so erhellt zugleieh, dass

1 d 1,1 1 dAu
lim . e 0
2n+1 da 2n43 da

1st. Da aber .
2A—n—%»l

203

+1t 92, 4Ll :
[f(a+m) X, dx = w1’ Sflatx) . X, de =
g .

— 3

T

so folgt weiter

. e df (a+x)
lim .‘/‘ X, — de = 0

Es ist eine nothwendige Folge dieser und der weiter oben entwickelten Grenzgleichungen,
dass X, mit wachsendem 7 ohne Ende abnehme, was sich indessen aueh unmittelbar aus einer
von Laplace in der mée. ¢él. V. 5. Livre XI. abgeleiteten Formel ergibt, wonach sich X,
wenn 2@ = cos  gesetzt wird, fiir sehr grosse Werthe von % durch den Ausdruck

cos ((n + %) O——%)

nT .
v = sin ©

ersetzen lasst.

16.
Dureh ein Verfahren, welches dem so eben angewendeten durchaus analog ist, findet man
ferner
1 d4a,, 1 dA,
Lyps — Aupys + Aopys — 4, = - fas
£6 :n+1 2n 42 + 2n-+3 2n+4 + 47Z+1 d(b 47l+3 d(l
Da aber
‘lzn-{-l — ‘1‘27H—2 + A‘zn+3 — 112n+1 — Ao — L os -+ s, “"f(“—'])
so gelangt man zu der Gleichung
1 dd,, I dds,y,
dy— Ay + Ay — A + .o 4 Ay =fla—1) § —— =2 Tt
' T R st + A = ) dn+1 da n+3  da- ‘
Die bisherigen Ergebnisse fithren auch noch zu den beiden Summenformeln
— . FtD) +f 1) 1
d, + 4y + A, + 4, +...+ 4, = e — W Es  da
(a+41) — f(a—1) 1 dds,
4 Ay + Ay + Ay o Ay, =T = - S
4, + A3 4 s + A7 + o %41 5 A ] do

wobel

dd, _ 1 /,+1 df (a+) Ir — J @t —f(a=1)
da =~ 9. da - 2

dA, 3t df (et
do z/ Co

do = } Fla+1) + f(a—1) — 24,

ua

n. S. w.
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Der so eben betrachtete Fall, welcher sich auf die Annahme v = a + x bezicht, gibt
noch einigen weiteren Erdrterungen Raum. Da ndmlich

drf(a+x) = d'f (a-x)

der—  da
so lassen sich die Betrachtungen des vorigen Art. verallgemeinern. Es sei zuniichst » = 1
man gehe also von der Gleichung aus
. , d*d,
da
d X d“l

+Aldo+A T

Nun lassen sich, wie in Art. 7 gezeigt wurde, die Differentialquotienten zweiter Ordnung
b ) t=
von A,, A},..dureh diese Grissen selbst wieder ausdriieken, indem
& Xy 9 9 ¢ 9
i 1.(2n—1) 2rn—3) X, + 2 (2»—3) 2o—17) X,_; + .
Sucht man daher nach geschehener Substitution aus der vorhergehenden Gleichung die
Glieder, welche X, enthalten, so erhiilt man

d’4,
= (m+4)§ L(@n43) Ayy + 2 (2045) Aryy + 3 @n4T) Ay + - .}
woraus fiirn = 0, 1, 2, 3, ... folgt
&4, ) 5 .
_(Z—a—‘l: 10A2+~.5A4+D.7A6+4.9 A8+'°
d’A, _
o :3{1.5 Ay, + 2.7 A, + 3.9 4, 4+ 4.11 4, +}

u. 8. w. Da aber

ﬁ, 1 {clf (a+1) - df (a—l)}

da* 9 da da
d°A, 3 (df (a41) df (a—1)
da’ e 2 { da _ da _ f ((l,—-l— 1) + f ((L—])}

so kann man also durch die Differentialquotienten

(]f (IZ+1) (lf ((L—l)
da ’ da

die Reihen rechter Hand summiren.
Fiir » = 3 erhalt man, cbenfalls mit Riicksicht auf die Formeln des Art. 7

dzu

= (2n+1) {l c(2n41) (20+5) 4,5 + 3 (2n+5) 2n-+7) A
+ 6 (224-7) (2r49) 4,,, + 10 (2049) (2n+11) Aos +

Diese Gleichungen, welchen die Entwickelung

Flata) = 4, X, + A, X, + A, X, + ...
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zu Grunde liegt, liessen sich leicht noeh vermehren; die bisher angefiihrten, auf welche ich
mich beschriinke, mogen hinreichen, die Behauptung zu rechtfertigen, dass nicht nur den
Kugelfunctionen X" sondern auch den Entwickelungs-Coéfficienten eigenthiimliche Sitze

entsprechen.
Wie von den bisher gefundenen Resultaten in besonderen Fillen, wenn z. D. einer der

Ausdriicke
‘ (a+a)", log (a+x), o

fiir f (e + 2) gesetzt wiirde, Anwendung zu machen ist, bedarf keiner nihern Auseinander-

setzung.

17.

Zu einer weitern Anwendung der allgemeinen Gleichung des Art. 15 nehme man an,

es werde
U — axr

gesetzt; es entsteht dann die Bedingungsgleichung

dA dA dA,
X N A, — e
“ { * da Y da S da +
S dX, d.X, d.Y, ?
2 Al —— Al —= 1, - ..y
. {I O dx + U de T < da - j

Da nun, wie in Art. 2 gezeigt worden ist,

IAYn < v e
Tt ny, + 2n—3) X, _, + 2n—T7) X, +.

dx

so kinnen in jener Gleichung alle Glieder in linearer Weise dureh dic Functionen .\ ausge-
driickt werden und wenn dies geschehen 1st, so kann man dic Coéfficienten von .Y, auf beiden
Seiten jener Gleichung heraussuchen und gelangt auf diesem Wege unmittelbar zu der Relation

d.1,

da

——ml,,—{—(JH—l) Do + Aoy + s + oo 0 - . (1)

a

Bemerkt man nun, dass fir e = + 1 und . = — 1

fl@ =d, + A4, 4+ 4, + 4, ...+ 4, +....
4

f(—a) = A, — 4, + 4, — Ay + ... (fl)’ul
und dass also
(a F(—a)
"1271{—2 —\L "l‘.’n—{—‘l + "1‘3:1—{-(2 + Sy '-——‘{:_)—"_;;/« —( - (“1(' —!_ *l':! + ‘ll + G oG 44 jlin)
413,,+3 + 4'1-::1+r. + A‘1~.’n+7 "I‘ o ':f(") __;f (—’7) e (111 ’%" ‘l:s “T 115 + ... —|‘ ‘l;’)z—i-])

so ergeben sich aus (1), wenn man darin einmal 22 und dann 22 4 1 fiir % setzt und jene
(ileichung mit den beiden letzteren verbindet, die folgenden Formeln:

_f+f(= 1 (’_272 0 dA._.,l)

A, + A, + A+ + A
o 1 2 _{ 4 T - 2n 9 ] —l-,)l—l—-l dua

—a 1 '
A+ A + Ay +. oo Ay = _&3} @) + = ((:’_’)z—}—l) Appry — @

(.ill‘ln-f—l )

@

Denkschrifien der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd.
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I35 ist nicht ohne Interesse diese beiden Gleichungen auch noch auf dem folgenden, von
dem vorigen ginzlich abweichenden Wege herzuleiten. — Die Coéfficienten A, sind wie
bekannt darch die Gleichung

N ‘)n—l—l

= }‘(am) by dx

—l
bestimmt. Differentiirt man dieselbe nach @, wodurch sic in

Aty 21

da T2

Tf‘ (ax) A” dx

~—~1

iibergeht, bemerkt man ferner, dass
Cn+l) X, =2X_, + (n41) X,

so kann man das Integral in zwei andere Integrale zerlegen und erhilt

. + 1
9 1 =gp /‘X,,_If' (ax) de + (n+41) [luﬁf (ax) dz

—1

woraus man durch theilweises Integriren weiter findet

(/‘ - Z\n— +,1 n
e ”+ 5(7‘((1) + (——1)”;”(——(()} - —ff (ax) T2 e ——noil [j (ax) it d.e

lZﬂ L =

Driickt man nun die beiden Differentialquotienten von X, _, und .\, gemiiss den in
Art. 2 entwickelten Formeln durch die Functionen .\ aus. so wird man finden

-

A, "n+1 (
da (

(@) + (— n'f (—a)} ———ﬁ /:f (ax) {(2)2——3) X+ 2n—7) X+ .. .}dz

At 1
— ﬁ—t— / f (ax) {(212-{— )y, +(2en—3) X _,+.. } dx

Die Integrale aber lassen sich durch die Coéfficienten .1 ausdriicken, tolglich hat man

7 d. 1,, fla)y+ (=1 f(—ea) 2 (’M-’r 1)
5. 1 1 ° = — . T - 4 <“ln —*_ ‘/ln—?. + "Jln~l + o O ’)

20+ 1 da 2 4

s bedarf keiner Auseinandersetzung was nun weiter zu thun sci, um die beiden Formeln
herzustellen, welche sich auf dem friiher eingeschlagenen Wege ergeben haben.

Wie die auf die Annahme « = ex sich beziehenden Gleichungen dieses Art. in beson-
deren Fillen, z. B. weunn einer der Ausdriicke

ar

’ (1 +ax)", cos ax, sinax, ..

fiir f (ax) gesetzt wiirde, anzawenden wiiren, bedarf eben so wenig einer nithern Bezeichnung.
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18.
Als dritten besondern Fall der allgemeinen Gleichung des Art. 15 will ich annehmen,
es sei
w=1—2xe¢ + &

also

du du

— = —2a¢ , -—-=2(a—0)

dx dx

Man erhilt dann als Bedingungsgleichung fiir die Coéfficienten

d.l d.l dA, dl
g «£ ¥ _‘(‘l Y ! -« v-» —_ PO « { . 00 o =
“ { XU da T et + L. da " da + }
d.X, d.X, dy, ] d.y,
(a—a) %/10 EE— + Al (l_.c + Ag 7; + ... + 11” W + .. }

Man kann nun das im vorigen DBeispiele bezeichnete Verfaliren benutzen, um sowohl die
Grisse @ als auch die Differentialquotienten der .\ fortzuschaften. Ist dieses geschelien, so
suche man die Coéfficienten von X, heraus, zwischen welchen dann die folgende Gleichung

. 1 f dd,
(ad, ,— A, ) + (@d,ys—Apy) + (@dys— dore) 4. - - .= 51 (nzl,, — d“) .- (D)

stattfinden muss. Die in’s Unendliche gehende Reilie kann also durch das Glied <1, und seinen
Differentialquotienten summirt werden. Eine sehr Ieichte Verification dieses bemerkenswerthen
Resultats ergibt sich, wenn man beispiclsweise

1
-3

fw)=u

dA,
4, =a'y — = na"~
da

setzt, wofiir

1

ist und die Gleichung in eine Identitit iibergelit.
Es ist nicht schwer, auch die Summe der » ersten Glieder der .1 in dhnlicher Weise
auszudriicken. Man braucht zu dem Ende in der Gleichung

Fl—2aw + @) = 4, X, + 4, X, + 4, X, +....

nur 2= + 1 und @ = — 1 zu setzen, so fiihren die beiden hieraus entstehenden Gleichungen

FlO—aF] = 4y + 4, + A, +....
FI4a)] = dy— 4, + A, —. ...

zu den beiden folgenden

A:zn—}-l + 11‘-’n+3 + /1;57;.{.;, 'J[— e — f[(l—(&)z} :f[(l—l_(iﬁ] - (111 "l_ 413 + A.’) +' ONORO + "';'n—l)
|l —a)’ I e @y
Aus + Ay + dyge 4o o= TAZARAATAT iy g g4+ )
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und es ist nun leicht, aus (1) die Gleichung

(A4, — ed,) + (A, —ad;) + (A4, — ady) + ...+ (Ay_s — ad,, )

1 d:sy)
= — {(1—u« : 1+a e — 2n41) A, + —
5 (1= fomap + (40 forur] = g {04 1) i+ 0 2]
abzuleiten. — Diese Gleichung kann aber auch auf dem folgenden Wege erhalten werden.
Indem man nidmlich, analog wie im vorigen Art. aus
2n4-1 -
A= Y0 — 200 + @) X, dv

——1

durch Differentiiren die Formel

dds _ 2041 (T df(u)
=

da ~—

da
— 3l

ableitet, und bemerkt, dass

iZf_(zz_) __x—a d f ()

da a dx

so erhalt man

) a, , 9, i :
g a0, e

da 2 " odre

— 1 —1

Im ersten Integral ersetze man (22+1) « X, durch » X, _, 4+ (n+1) X ,,, unterwerfe

die ganze rechte Selte der Gleichung der theilweisen Integration und beriicksichtige die im
Art. 14 bewiesene Gleichung

/f ZL,I —9 {1,17”_1 4+ A, + A, + .. }

“so wird man bald zu dem durch die frithere Betrachtung gefundenen Resultate wieder
gelangen.

Dieses Resultat aber ist, in gewissem Sinne, eimner Verallgememerung fihig.

Setzt man nimlick

v = ¢ (a) + xd (a)

wofiir

da dx

AOSAC) ( @ 4 ¥ W)

@ .
¥ (a) ¥ (a)
und

P B -
A == _)l_ A/:/ [¢(a) + ad{a)] X, dx
- —1
ist, so kann man offenbar auch schreiben

dd, 22 41 +1, Y - df (u)
= [ [¥ (@) + 23 (@] &, L7 ae
— 1
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und dieser Gleichung dic Form geben

dd, — 0”+1 7 ((’) - df(“) 1 4'(a) B : . (If(u)
da e 2—:'/(—;) ‘Xn d.r : ]L ) ‘:b((;)u;/‘ [;Z AX"'—I + (7?—}-1) ‘Xn—'—l] ____ .

Integrirt man wieder theilweise und verfihrt iberhaupt ganz analog, wie in den beiden
vorhergehenden Art., so wird man finden

(4, + 4, .+ A +4d, ¢+ ....]¥ (@) +[4dy + Ag + Ay + Aoy + -] ¥ (a)
- [f( ) + ¢ (“)]/ 2 (a) + () T (—Lr ['*?/(“) . ‘W“)]f(@(u)—'p(a))

2n 20 (a) dd,
: ¥ (e) A, — ——= .
T & { ((l) ! 2041 da

Wenn in dieser verallgemeinerten Formel ¢ (¢) =1 + «* und ¢ (a) = — 2a ist, so erhilt
man die oben angegebenen Resultate wieder.

19.

Die Entwickelungscoifficienten A, von welchen bisher die Rede war, haben noch eine
andere Eigenschaft, welelie, obgleich sehr nahe liegend, doch nicht bemerkt worden zu sein
scheint und interessant genug ist, um in Kiirze erwiihnt zu werden. — Sind niimlich die Ent-
wickelungen zweier Functionen ¢ (2) und ¢ () nach Kugelfunetionen gegcben:

o(x) = A, Xy + 4, X, + A, N, + ..o+ A4, + .
‘:J(Z) = B(l"X’O + j),l‘Xl + B:?4Y.! + S _.T— Bn4Yn —l'_ c -

=

werden diese beiden Gleichungen mit einander multiplicirt und integrirt man die daraus her-

vorgehende Gleichung zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so ist das Resultat dieser Opera-
tionen offenbar in der Gleichung

o e - +1
/ ¢(@) $(2) de = S A,B, [ Xpda
. 0 - s

— 1

9

enthalten. Das rechter Hand allein stehen gebliebene Integral hat -
-1

zum Werth, so dass -
sich die ganze rechte Seite auf

oo 9 2
< 2.1,B,

b
o 2n+1

reducirt. Der hierdurch bewiesene Satz lisst sich also in folgender Weise ausdriicken:

Wenn

n

25 93 1 -
4, =21 [ (@) X.dz, B, = ‘ﬂ/.},@) X, do

.

—1 —_1

gegeben sind, so 1st

1 1 1 - LN -
A, Dy + = A, B, + = A,B, + ...+ Tl AD, +...= 7 o (x) $(x) dx
—1

Dieser auf die Entwickelungen nach Kugelfunctionen sich beziehende Satz ist jenem von
Parseval (Mém. présentés T. I. Paris 1805, p. 638), welcher fiir die nach Potenzen fort-
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schreitenden Reihen gilt, ganz analog. Er lLisst sich leicht durch die folgenden, sehr einfachen

Beispiele verificiren. Setzt man

S0 1st

und

so dass man die Gleichung erhilt
R l
— — 2z — % —— g
S ol e S 5, %8 ]

welche bekanntlich gilt, so lange — 1 <<z << + 1 ist.
Nimmt man an, es sei

1 1
pa)=—-"ro— , @) =————
V14 2a:+4 2 V1 — 22z 2
SO 1st
11'2" = z?ll b Bi’n = + an
Aoppy = o, By = — 2T
und man hat
+1 +1 (Z.L' 1 9
/f.p () b (z) de = / , e — NS -
g S V(427 — 42w 2 14 =
oder also
: 2
= — arc tang 2

Der obige Satz liefert hierfiir die Gleichung
‘ .1 1 :
l— -2+ 32— =2 +...= — arctang 2
] ) { z
welche, wie ebenfalls bekannt, richtig ist, so lange — 1 << z < + 1 bleibt.
Indlich sei

Z

1 1
E— , b (x) = — :
/1 — a* V1—2xb+4 b°
Da nun, wie ich fand, allgemein

4n 41 (n4+1) (n42)...2279°
™ [ ] ) fl?n-{—l = U

= ° 9in 41 1.2...n

7 (x) =

also auch

7 oo ) ; R 900
gty o
‘ 1 — & - 1 E A )
und da
D ="

15t, so hat man die Gleichung

+1 d.c < r(n+1) (e 42)...229 (b \¥
. — Y
/ /1 9 ph 2 2 7:31 ‘1-‘[ 1.2.. R ] ’ (4) }
o V91—2xb4 0} 1—

—1
Indem ich die voriiegende Arbeit hiermit besehliesse, behalte ich mir die Anwendung

mancher darin nur im Allgemeinen besprochener Siitze fiir cine spitere Gelegenheit vor.




